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Sur une transformation de mouvements. 

Par Paul Appell. 



Un problème traité par M. Blliot (Comptes Rendus 1893 et Annales de 
l'Ecole Normale 1893) et une question résolue par M. Mestschersky (Bulletin des 
Sciences mathématiques 1894) peuvent être envisagés comme des cas particuliers 
d'une même transformation de mouvements. 

1). Soient 

d 3?1 -y &"X% -y U> %$ y i . \ 

dt % ~ ^' df~ A - i, ~dF~ s {) 

les équations du mouvement d'un ou plusieurs points libres, X lt X 2 , X 3 , .... 
étant des fonctions de x lt x z , x 3 , . . . . et du temps t. 

Désignons par X et p deux fonctions d'une variable t et faisons 

*i = tyn x% = %8> x 3 — Xy 3 , 

dr = ftdt . 

Appelons enfin M, (t 1 , 2f', les dérivées successives de â et fi par rapport à r. 
Les équations deviennent 

dr> + \ X + (t ) dr + \ X + Xfz) yi - *" ^ 

où on a posé v- 

Fl= J^'"" (3) 

Les quantités Y lf Y z , . . . . sont alors des fonctions de y x , y % , y s et t. 

En déterminant \ et ^ de façon que l'on ait 

"^+> =2a '-^ + 4"~ ' () 



2 Àppell : Sur une transformation de mouvements. 

où a et b désignent des constantes, on voit que l'on peut déduire du mouvement 
(1) un second mouvement (2) dans lequel, à la force de projections T x , T z , Y 3 , . . . , 

viennent s'ajouter une résistance la -Mf , 2a -J^ . • • • • proportionnelle à la vitesse 

et une attraction d'un point fixe bi/y, by 2 , . . . . proportionnelle à la distance. 

La transformation inverse permettra de passer du mouvement (2) au 
mouvement (1). 

La première des équations (4) donne immédiatement 

a> = A.ê a \ (5) 

A étant une constante arbitraire. La seconde devient, par l'élimination de fi, 

r 2a/ 1 , „ a/ , n 

en y faisant -y = o + a et posant b — a % = <?, on a une équation en o 

qui admet pour intégrale générale 

o — c tg (et + 0) 
(6 constante arbitraire) et pour intégrales singulières 

p = db «c . 

On a donc pour a 

ife aT 

51 = cos (or + 0) ' (6) 

ou 2 = BeP ±it}T , (7) 

J5 désignant une constante. Dans les équations a et & sont des constantes 
réelles, c est une constante réelle ou purement imaginaire, de sorte que la solu- 
tion (7) peut-être réelle. Appliquons ces formules à quelques cas particuliers. 

2). Problème de M. Elliot. Soit 

U(xi, as 8 , jc 8 . . . . t) 

une fonction des coordonnées et du temps : supposons 

^- av ^~a^r 



Appbll : Sur une transformation de mouvements. 3 

Supposons en outre 5 = 0. Alors c = ± ia . On a, dans ce cas, en particu- 
larisant les constantes, la solution simple suivante des équations (4) : 

a = 1 , fi = e ia \ 
Avec ce choix de "K et (i , on a 

y j*j ,0-4^ 317 

t = — -L e~ Ur . 
2a 

Comme x 1 = y 1 , x % = «/ 2 , . . . . , on a, en posant, 

V=z e~^u(y 1} y z ,y 3 ,....-± e'^ 
les nouvelles équations 



^+2a# = |^,.... (8) 



Par le changement de variable, on a donc, sans changer la forme des 
seconds membres des équations, fait apparaître une résistance de milieu. La 
transformation inverse la fera disparaître et ramènera les équations à la forme 
primitive 

<$x x dU /q\ . 



dt % ~ dx x ' 



• • « • 



à laquelle on peut appliquer les théorèmes de Jacobi. On pourra donc ramener 
l'intégration des équations (8) à la méthode de Jacobi. C'est là le théorème que 
M. Elliot a démontré directement et dont il a fait plusieurs applications intéres- 
santes. 

3). Problème de M. Mestschershy. Supposons 

Ai , Ag , -2l 3 , . . . . 

indépendants de t et homogènes de degré — 3 en x x , x % , x s , . . . . Quand on 
remplace x lt œ it x 3 , ... . par 7jy X) %y % , %y 3 , . . . . , la fonction 

-2*1 — #1 ( x i > x z> x 3> • • • •) 
est remplacée par ^~ 3 4>i(2/i, Vz, y s, ■ • • •) • 
Donc Y _ X±_ _ <?>i(yi, i/z, y%, ) 

1 ~ v ~~ %y 



4 Appbll: Sur une transformation de mouvements. 

Particularisons encore les calculs précédents en supposant a = 0. Alors on 
peut prendre, d'après (5) et (6), 

a?u = i , à = — — 

cos et 
I7 i = Ç>i(Z/i. */«. 2/s> )• 

Les équations du mouvement conserveront dans ce cas la même forme sauf l'ad- 
jonction des termes by x , by u , .... représentant une attraction proportionnelle à 
la distance. Si donc on sait trouver le mouvement défini par les équations 

d?x k 



dt 2 



<p» (x^ , cc 2 , x 3 , ... . ) , 



où<p k est homogène et de degré — 3, on sait, par là même, trouver le mouve- 
ment défini par les équations 

d?y k . 7 . . 

âp- +%* = $* (2/1, Vi1 y 3 , ). 

C'est là le théorème de M. Mestschersky qui en a fait une intéressante applica- 
tion à un problème traité par Jacobi. 

4). Supposons, en général, que X lt X%, .... ne contiennent pas t et soient 
des fonctions homogènes de x lt x 2 , . . . . d'un degré n différent de — 3. Le 
changement de variables indiqué transforme les équations 

d?x k 



de 



=■ <p k (x u x 2 , .. . .) 



en ?bb _u o„ Qb _i_ a„ — ftftOi. .Va. ) 



+ la -£ + by k = 



Z-il — n 



dr* ^ M du ^ uyi ° — fâ 

Prenons, d'après (5) et (7), 

XV — Aê a \ 
A.= Be la±ic)T -, 

nous aurons, pour le produit f/X l ~ n , une constante multipliée par l'exponentielle 

gT[(l— *)«±*(8 + »)e] 

Donc en faisant 

(1— ra)ad=i(3 + w)c = 0, (10) 

on pourra prendre 



Appbll: Sur une transformation de mouvements. 5 

Comme c i =b — a % , la relation (10) donne 

(1 — rifo? + (3 + n)\b — a 2 ) = 

ou 7, — 8a» (n + 1) nn 

(rc + 3) 2 * l ' 

Donc si on sait intégrer les équations 

d?x k 



dtf 



— <p& \Xi , x % , x s , . . . . ) 



où 4> ft est une, fonction de x lt x z , . . . . , homogène de degré n, on sait intégrer 
également les équations du mouvement plus général, 

d?y k , „, dy k . , / \ 

$pr + 2a^- + *y* = *fc(yi,y», y s » ), 

è étant lié à a par la relation (11). 

Par exemple, l'intégration du problème des deux corps (n = — 2) conduit à 
l'intégration du même problème quand s'ajoute une attraction proportionnelle 
à la distance et une résistance proportionnelle à la vitesse. Alors 

b=—Sa 2 

5). Une transformation de même nature pourra être faite sur le mouvement 
d'un système dépendant de h paramètres q 1} q % . . . . q k , qu'il conviendra de dis- 
tinguer en paramètres linéaires, q lt q % , . . . . q h représentant des longueurs, et 
paramètres angulaires q h + \, ffa+a Qn représentant des angles. -La demi- 
force vive T'est alors une fonction homogène du second degré de q lt q % , . . . . q h et 
de leurs dérivées par rapport au temps t. On obtient des résultats qui sont la 
généralisation des précédents, en faisant, dans les équations de Lagrange, la 
transformation 

9i = *Pn q% — %?2, • • • • . ft = *P*. 
drt = fidt . 

On a ainsi un nouveau mode de transformation venant s'ajouter à ceux qu'on a 
employés déjà. (Voyez Journal de Orelle, t. 110, 1892, p. 37; voyez égale- 
ment un Mémoire de M. Painlevé, Journal de M. Jordan, 1894.) 



